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Enunciado del Teorema

Teorema de Hahn-Banach, versién analitica

X espacio vectorial, v: X — R funcional sublineal:
viz+y) <v(e) +vly) (zyeX)
v(rz) = rv(@) (z€X, r>0)

M subespacio vectorial de X, g : M — K lineal, verificando:
Re g(m) < v(m) YVme M

Entonces existe f: X — K lineal
que extiende a g:
f(m) = g(m) ¥meM
y verifica:
Ref(z) < v(z) Vo e X
Si v es una seminorma, se tiene de hecho
f(@)] < vl@) VoeX
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Dual topolégico de un EVT

X EVT. Dual topolégico de X:
X* ={f:X—>K: f lineal y continuo }
iX* #{0}?
i X" separa los puntos de X7: j z€ X\ {0} = JfeX": f(x)#07?

v
Construccién de funcionales lineales

X espacio vectorial, X D U absorbente y convexo, zg € X \U

Existe f: X — K lineal, tal que:
Re f(z) <1 Yz eU, Re f(zo)>1

<

Abundancia de funcionales lineales continuos

X EVT

e X* #{0} si, y sélo si, X contiene un entorno de cero convexo U # X

@ X" separa puntos si, y sélo si, la interseccién de los entornos de cero
convexos en X es {0}

@ X ELC separado =— X" separa puntos

N
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Extension de funcionales lineales continuos

Teorema de extensién en ELC

X ELC, M subespacio vectorial de X, g € M™*:
IfeX*: f(m)=g(m) Yme M

Extension equinérmica en espacios normados

X espacio normado, M subespacio vectorial de X, g € M™*:
IfeEXT: f(m)=g(m) YmeM vy |fl=lgll

Una consecuencia interesante

En un ELC separado, todo subespacio de dimensién finita estd complementado
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Duales de subespacios y cocientes

Versién geométrica

000000

Dual de un subespacio
X ELC, M subespacio de X, Moz{fEX* :f(M):{O}}
Como espacios vectoriales: M* = X*/M°

Si X es un espacio normado la identificacién anterior es isométrica

Dual de un cociente

|| A\

X EVT, M subespacio vectorial de X. Como espacios vectoriales:
(X/M)* = M°

Si X es un espacio normado la identificacién anterior es isométrica

Caracterizacién dual del cierre de un subespacio
X ELC, M subespacio de X

M={zcX: f(2)=0VfeM}= () kerf
fEMP°

| A

En particularr M =X <= M°=/{0}

A\
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Limites generalizados
K =R, lso espacio de Banach: ||z]/oo =sup{|z(n)|:n €N} (z €lx)
¢ subespacio de lo. Funcional: g(y) = lim y(n) (y € c)

n—oo

g€ec*, |lgll=1. Portanto: 3hels :|h||=1, h(y)= lim y(n) Vyec
n—oo
Se dice que h es un limite generalizado

Limites de Banach

| \

Existe un funcional f:loc — R verificando:
(1) f es lineal

(2) inf{z(n):neN} < f(z) < sup{z(n):neN} Vzecly
3) f(z™) = f(z) Yz €loo, VkEN, donde

e®(n) =x(n+k) (neN)
Como consecuencia se tiene que f €l [|fll=1y

liminfz(n) < f(z) < limsupz(n) Vo € lso
n—oo n— 00

En particular f(y) = lim y(n) Vy € c. Se dice que f es un limite de Banach
n—oo

4
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Medias invariantes

(A,+) semigrupo abeliano. Existe un funcional f: lé\o — R verificando:
(1) f es lineal

(2) inf{z(\):Ae A} < f(z) < sup{z(\): A€ A} Vzell
3) f(x('Y)) =f(z) Vzell, Vye A donde

N =z(A+7) (AeA)
En particular se tiene que f € (I5,)* con || f|| =1

Medidas finitamente aditivas

Existe una funcién p : P(R) — [0,1]
(a) Es finitamente aditiva:

A BCR, AnNB=0 = p(AUB) = u(A) + u(B)
(b) Es invariante por traslaciones:

que verifica las siguientes condiciones:

ACR,zeR = p(A+z) = p(4)
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Separacién de conjuntos convexos

X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos

iExisten f:X — K lineal, con f#0,y v €R tales que
Ref(a) < vy < Ref(b) Ya€ A, Vbe B?

Equivalentemente: sup Re f(A) < inf Re f(B)

o bien: Ref(a) < Ref(b) Vac€ A, Vbe B

En caso afirmativo f separa Ay B.
El hiperplano afin (real) de ecuacién Re f(x) = también separa Ay B

| \

Contraejemplo

En general la respuesta es negativa, no siempre podemos separar:
X =cpo, {en :n € N} vectores unidad, B = {0},
A= {Zg=10‘kek :NEN, ay,...,any €R, ay >0}

A 'y B son subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos de cgg pero
ficoo—R lineal, f#0 = f(A)=R
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Teoremas de Separacion

Separacion en espacios vectoriales

X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos.
Supongamos que existe ag € A tal que A—ag es absorbente.

Entonces podemos separar A y B: existen f: X — K lineal, f#0, y vy€R
tales que

Ref(a) < v < Ref(b) Yac A, VbEB

Separacién en EVT

| A\

X EVT, Ay B subconjuntos convexos.
Supongamos que int A# (), que B#D yque (intA)NB=0.

Entonces existen f€ X* y y€R tales que
Ref(a) < v < Ref(b) Yac A VbeRB

De hecho, se tiene

Ref(z) <y VzcintA
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Primeras consecuencias

Funcionales de soporte

X EVT, A subconjunto convexo, int A # (), zg € d A.
Existe f € X*, f#£0, tal que:
Re f(zo) = méx{Re f(a) : a € A}

| A\

Version geométrica del THB

X EVT, A subconjunto no vacio, abierto y convexo, M variedad afin tal que
ANM = 0.

Existe un hiperplano cerrado H C X talque M C Hy ANH =0

Separacién en dimensién finita

| A\

A 'y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos de KY.
Existen f: KN - K lineal, f#0,y v€R tales que:
Ref(a) < ¥ < Ref(b) YVae A, VbEB
Equivalentemente, existen u € K™ \ {0} y v € R tales que
Re(a|u) <7< Re(b|u) Yac A, VbeB

A
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Separacién fuerte

Separacién fuerte en ELC

X ELC, A, B subconjuntos convexos, no vacios disjuntos.
Supongamos que A es cerrado y B es compacto.

Existen f€ X* y a,8 € R tales que:

Ref(a) < a < B < Ref(b) Vac A, VbeB

| \

Separacion fuerte en espacios normados

X espacio normado, A, B subconjuntos no vacios, convexos.
Supongamos que A y B estin a distancia positiva: d(A4,B) = p > 0.
Entonces, existen f € X*, con ||f||=1, y v €R tales que:

Ref(a) < v <~v+p<Ref(b) Vae A, VbeB
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Integral de Pettis

(Q, A, 1) espacio de medida, X ELC separado, ¢: Q — X.
@ ¢ débilmente medible <= foy medible Vfe X*
@ ¢ débilmente integrable <= fop€e Li(n) Vfe X"

@ ¢ es integrable en el sentido de Pettis cuando es débilmente integrable y
existe x € X tal que

f(z) :/Q(foso)du VfieX”

El vector x es Unico, se le llama integral de Pettis de ¢ con respecto a u:

ar:/sodu
Q
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Integral de Pettis

Existencia de la integral

X ELC separado y completo

K espacio topolégico compacto de Hausdorff
1 medida de Borel positiva y finita en K

Toda funcién continua de K en X es integrable en el sentido de Pettis.

Suponiendo, sin perder generalidad, p(K) =1, para toda funcién continua
p: K — X se tiene:

/ pdp € cop(K)
K
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